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« La solution générale des équations algébriques ne va pas au delà du qua- 
trième degré. Les moyens les plus ingénieux, employés par les plus grands ana- 
lystes, pour résoudre généralement les équations algébriques d'un degré supérieur 
au quatriéme, n'ont servi qu'à rendre la question plus compliquée : les plus heu- 
reux de tous ces essais ont été encore ceux qui, après de longs et d' inutiles détours, 
ont ramené leurs auteurs au point dont ils étaient partis. La raison de ce défaut 
absolu de succés n'est pas encore connue, et l'on ne peut assurer si le probléme 
renferme en lui-méme quelque condition inconnue, mais impossible à remplir, ou 
si, sans surpasser les forces de l'Analyse en général, elle surpasse seulement 
celles de la nôtre, et si quelque géomètre des siècles à venir réussira peut-étre à 
vaincre une difficulté qui jusqu'ici a paru insurmontable. » 


(Arithmétique universelle de Kramp, n° 96, p. 7o, publiée en 1808.) 
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par conséquent, dans le cas présent, 
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m 
Les fonctions aleph négatives étant zéro jusqu'à N[ — (m -— 1) | inclusivement, 
on aura 
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avec ces valeurs des fonctions aleph négatives simples, on calculera facilement les 
valeurs des fonctions aleph composées du premier ordre d’après la formule 


N[o](1/«) = N(p)-N(o--«) — No —1).N(p- a+ 1), 


qui satisfont à 1а condition de l'égalité de leurs rapports, et, par conséquent, 


donnent, pour le facteur principal, l'équation du quatriéme dét dont les соећ- 
cients sont 


ELE EE E = 14 — N[—14](1/1) 


፳17-+፤]1(1/9) `" ፳[--፤41//] ` 
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et, calculant de même d’après la formule générale, on trouvera 
0 — 86 = 2214 — 68, 0; = ¡027 O; — 256. 
On aura donc, pour le facteur principal, l'équation 
о = 2* — 124? + 68x? — 19» x + 256, 


et pour le facteur complémentaire 


OSE 32-+ 4, 


dont le produit est effectivement l'équation proposée. 

1 l'on voulait décomposer ultérieurement le facteur du quatriéme degré, on s'aper- 
B que ni les fonctions aleph à exposants positifs, ni celles à exposants 
négatifs, ne satisfont à la condition de l'égalité de leurs rapports; alors il n'y a 
pas dans cette équation de racines qui soient plus grandes ou plus petites : elles 


"sont donc toutes égales, et, en effet, 
beggen, 


V(z* — 1225 + 684? — 192x + 256) =x? — 6x + 16 =) x — 3 — ү— 7])(x— 3-- /— 7). 

Nous avons choisi à dessein ce cas singulier, parce qu'il se résout au moyen 
de la série récurrente régressive, c'est-à-dire par des fonctions aleph à exposauts 
négatifs, et parce qu'il n'est pas spécifié par l'illustre auteur de la méthode, sans 
doute à cause de la facilité de l'en déduire. 


L ne faut pas cependant s'imaginer que le recours aux fonctions aleph à expo- 
Fan négatifs soit absolument indispensable; il est clair, d’après la déduction de 
la 101, qu'on aurait pu arriver au résultat en poursuivant la formation des fonc- 
tions aleph à exposants positifs, en les poussant jusqu'au troisième ordre inclusi- 
vement; alors le facteur principal ne serait que du deuxième degré, tandis que le 
facteur complémentaire monterait au quatrième, et le travail se compliquerait 
fortement. Nous croyons utile d’en avertir ceux qui étudieront la méthode, parce 
que cela l'éclaircit éminemment, сї ne se trouve pas dans l'ouvrage dont il est 


question. 


UICONQUE approfondira suffisamment l'exposé des principes constituant la loi 
( primordiale de la solution de ce grand probléme des Mathématiques saura bien 
sc rendre compte de toutes les circonstances, puisque le reste n'a pour but que de 
faciliter les calculs. Et puisque, sans la résolution des équations d'équivalence, au- . 
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DÉMONSTRATION DE LA LOI FONDAMENTALE 


DE LA 


MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE H. WRONSKI 


POUR LA 


RÉSOLUTION GÉNÉRALE 


DES 


ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DE TOUS LES DEGRÉS. 


Eu est l'auteur de la loi de création; mais c'est à l'homme à la saisir et à la 
formuler. C'est en cela que consiste manifestement tout le savoir, toute la 
philosophie, le but méme de la création. 

Cette tàche finale, ce mérite supréme de l'homme a été accompli par l'incom- 
parable génie de Г lisible] H. Wronski; il en publia le résultat en 1847, dans le 
second tome de la Réforme absolue du savoir humain. 

Muni de cette loi toute-puissante, ce savant extraordinaire aborda la Science en 
elle-méme, et, comme garantie de la vérité de sa découverte, il a produit la 101 
SUPRÈME DES MATHÉMATIQUES. 

Voici en quels termes les commissaires de l'Institut de France, l'illustre La- 
grange (!) et Lacroix, ont apprécié l'oeuvre de Wronski, dans leur Rapport lu à la 
Classe des Sciences, le 15 octobre 1810 (2): 

« Ce qui a frappé vos Commissaires dans le Mémoire de M. Wronski, c'est qu'il 
tire de sa formule toutes celles que l'on connait pour le développement des fonc- 
tions (c'est-à-dire toutes les Mathématiques modernes) et qu'elles n'en sont que 
des cas TRÈS-PARTICUL#R » 

On concoit qu'aucun probléme mathématique ne pouvait résister à cette toute- 
puissance scientifique. En effet, le célébre probléme de la résolution générale des 
équations algébriques de tous les degrés, dont la solution fut vainement cherchée 
par les mathématiciens les plus renommés, fut résolu par Wronski au moyen de 
trois méthodes différentes, qu'il a publiées en 1847 dans le tome 111 de la Réforme 
du savoir humain, et dont malheureusement il n'a pas donné la démonstration. 


(*) « Le plus grand géomètre aprés Newton », suivant lord Brougham, membre de l'Institut de France. 
Es sa Dissertation sur Newton. 


(°) Voir le Moniteur universel du 15 novembre 1810. 
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owwENT se fait-il que cette publication, bien que faite depuis prés de trente 
| Jannées, soit pour ainsi dire restée inapercue? Faut-il dire qu'il y a de la part 
des savants indifférence pour la vérité? Faut-il admettre que ce haut produit de 
l'esprit humain soit prématuré et dépasse les limites del’intelligence contemporaine ? 

Une telle conclusion ne saurait être la nôtre. Nous préférons admettre que l'es- 
‘prit moderne ne saurait accepter de vérités sans que la démonstration n'en soit 
mise à côté, et que l'illustre auteur de la Réforme du savoir humain а préféré 
donner une formule, en laissant à la postérité le mérite d'en trouver elle-méme la 
démonstration. 

Les lignes qui vont suivre ont pour but de donner cette indispensable démon- 
stration. Espérons que, aprés qu'elle aura été fournie, l'oeuvre du maitre ne saurait 
plus rester dans l’oubli. 

Soit proposée l'équation générale du degré m, savoir 


0 — az" — Ат"! e Asti Azz” ± ا .ىا ] جى‎ 


dont les racines sont x,, 22, 33, ፡ › › ነ Xn 

Formons, avec la somme de ces racines, les puissances consécutives en rempla- 
cant par l'unité les coefficients du développement, et dénotons, par la lettre 
aleph N, cette sorte de fonctions, lesquelles, pour m == 3, seraient ainsi 


) 
) 
) == ж + х + i + Ty To + Lada + X343, 
) 


E 3 3 2 2 2 2 2 2 
¬ am 4- ± HT, 4- 2 lo FT ls + Lll, + DT; HT lg + Laly + Lila T3) 


. * 6S 99 b fefe 8:9 28)9 غا تى‎ que бете те эга ew 9 70 6 Ue c 9 99፡6'% e. € W 4. 9/8)B 4/6 € v-9-5 ررر‎ eg 


et, puisque ce sont des fonctions symétriques des racines, elles s'exprimeront tou- 
jours au moyen des coefficients des équations, quel qu'en soit le degré т. 

Considérons d'abord leur exposant comme positif, de sorte que, en le désignant 
par c, la génération médiate des fonctions alephs, les unes par les autres, est très- 
simple d'aprés la formule 


(a) N(c) = А, N(e —1) — Ae N(o —2) + A, N(s — 3)... + )- 1(7 -Am N(s —m)..., 


comme on peut le vérifier facilement. 
Or, si l'on forme avec les racines de l'équation proposée Z1, Lay x3, ..., x, la 
fonction aleph du degré q, on aura, en la développant, 


(q) = ገ + zT N (Ti+ Tg... F xu) HITIN Ta m rs. ms)! + 
+a Nr Has + Em) H. .. ተ Li N (te + Tzs › ተወ)” + 
° تال‎ + 23.. + x), | 
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les exposants des parenthèses désignant les degrés par rapport à la caractéristique 
aleph. 


On obtiendra de méme 


N(q —1) = x17! -- a (2 + 23... + Lm) + 2-79 Na + xm)! + 
+ x7 N (re + ገት am) ማዩ ማሰ የ. ው + 2(7 وا‎ 


et, en divisant la première expression par la seconde, il vient 


N(4) N(z, + urs Xy) 


መ mM qn, ዴዴ ሙ።* 
N (9 Te 1) : (Ti + T3 + 23 ... 22) 


Ce quotient est donc plus grand que la racine x,. Mais si, en augmentant l'expo- 
sant q, le rapport des fonctions aleph consécutives devient constant, le second 
terme du quotient disparait nécessairement, et la racine x, se trouvera exacte. Ainsi 
la condition déterminante de la racine cherchée est l'égalité des rapports 


N(4) _ N(a + n 
N(q — 1) Na) ` 


c'est-à-dire l'équation ' 
o — N(q)* — N(a — 1)-N(a -+ 1). 


Cette racine sera toujours la plus grande, puisque c'est en réduisant le surcroit 
du quotient qu'on l'obtient. Telle est aussi la raison de ce que, dans la méthode. 
de D. Bernoulli, le quotient de deux termes consécutifs élevés de la série récur- 
rente, formée avec les coefficients de l'équation, donne sa plus grande racine. 

Il en résulte qu'en divisant l'équation proposée par le rapport des fonctions aleph X — "әр 
consécutives suflisamment élevées, on obtiendra deux facteurs, l’un du premier A 
degré, l'autre du degré (m — 1), inférieur d'unité de celui de l'équation proposée. 

C'est le facteur principal constituant la loi de la solution de ce grand probléme. 


Wer donc proposée, pour la détermination des racines inconnues z, l'équation 
générale du degré m, 


© — z” — A,z"—1 هه ل‎ ES 1 ج‎ Bez ( 2 dur 


on aura, en vertu des fonctions aleph, pour la décomposition de cette opération 
en ses facteurs, l'équation générale du degré inférieur m — 1, savoir 


0 270-1 — P, zm-? zb pon p PEE. :كى‎ ( m EEA 
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dont les coefficients P,, Рз, › › ., Pm se détermineront par la division 


zm — А, 55”! -+፦ ለ, 2።”፤ — ለ, ст... + ( — 1" A, 2° × )7( 
mx N (9) SC Э, 
N(g—1) жыйы EE 
es — mmm ai 
__AIN(g—1)—N() ي‎ nOD 
N(q—1) ፡ + As .№(4` -ለ,ኮ(፡፤)+ክ(ያ-፦2) MEL SE 


ou en remplaçant N (б — 1) par N(g), dont le rap- N(4) 


Цон ем Constant par hypothèse, оаа ww ile تە لى‎ E ው ር ር ሪች 
| —o—peASWR( o p —1) 20 


SN (иар) s 2, 
(7) 1 Nun 
А :N(g—1)—A,N(g)+N(g +1) 
N(g—1) 


et 


т— ?, 


donne aussi 
‚ AN(g) -— A, N(q +1) + Kg aw ss. 
Ria 
On aura ainsi, pour les coefficients de l'équation réduite au degré (m — т), la dé- 


termination, 


፻38(7) = A,N(4) — N(q +1), 
23 8(7) = A;N(4) — A N(q +1) +N(q +2), 
P, N(4) = AN(q) — A«N(q +1) + AiN(g +2) — N(a +3), 


LOT ከ ሚን 


(23) Vari GTO ka 9 »* غا غاس “6 تر‎ Treo e, Pr. Treo) wa ONO o9 jn 1s wé, 


P,N(q) = A,aN(q) — A,-a(q +1) + A,-5N(q +2)... 
| ፥+1[-፤]”፤ል6881ፃ ተ =! 


c’est la formule donnée par Wronski, sans déduction, et numérotée (23). 


LLE se transforme facilement, en y mettant pour N(4 +1), N(4 + 2), 
leurs valeurs données par la formule générale (a) des fonctions aleph, comme 
il suit : 
! ,N(g] = AN(q—1) — AN(a— 2) + AON(4 — 3)... + 
+ (—1)" An N[q — (m — 1)], 
P, N(4) = A, N(q—1) — A, N(q — 2) + A; N(q — 3)... 
a ( ER eg N!9 2x (m ГАХ, 2)]; 
(51) | ፻ፔ819)=ላ4,8(፻ኖ--፤--ላ581ኖ — 2) + AN(q4 -3(...+ 
+ ( — 1)” An N[q — (m —3)], 


| PAN(g)— ALN(q — 1) — Apr: N(q — 2) + Ag N(9 — 3). 


| + ( 7-1)" A, N[q — (m — u + 1)]; 
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c'est la formule portant, dans l'ouvrage sur la Résolution générale des équations 
algébriques, le n° 21, mais aussi sans déduction. 

On choisit, entre ces deux formules (21) et (23), celle qui convient mieux aux 
circonstances. 


| epe si avec les racines x,, Z2, X3, ..., Xm de l'équation proposée, au 
lieu des fonctions aleph à exposants positifs, on forme ces fonctions à expo- 
sants négatifs, on aura, pour la fonction N( — р), en la développant, l'expression 


ከ[--ፅ]=።፲"-- ry Ne Hom... H Emn) HEITIN (re Has... + am) 


--2 IN (re + m... + Em)? +... à l'infini; 


les exposants des parenthèses désignent les degrés des fonctions aleph et non leurs 
1 р 8 8 

puissances. 
On obtient de même 


ክ[--ፅ--፤]፡=ሠ፲?”፤ — و‎ ¢ Nr miim ru) mV Nas Has... + x) 


— DT N(R 4-2... + rs)? +... à l'infini. 


Ces deux expressions, l’une et l’autre, sont infinies; mais les quantités infinies 
varient, de sorte que, en divisant la première par la seconde, le quotient 


Х[— 2] 


== — #7 


° 1 - 


sera plus petit que la racine x,, en désignant раг m Іа partie due à la différence 
des quantités infinies. Et, puisque les fonctions aleph négatives se déterminent 
exactement d’après la formule 


№[— 2]= В, N[— (p —1)] — В, N[— (e—2)]--B:N[—(e—3))-. +- 
(PTB RES (p — m], 


en formant les quantités auxiliaires 


leur rapport se trouvera déterminé. 
Or, si en augmentant l'exposant en sens négatif le rapport des fonctions aleph 
Es 
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consécutives devient constant, la partie du quotient — m disparaîtra, et 1а racine 
x, aura sa détermination. Ainsi la condition déterminante de la racine cherchée 
est l'égalité des rapports 


NLP ND] 
AT PER] NI — e] 


c'est-à- dire l'équation 
о Кр) —N[—(e—)]N[—(p-1)T 


Cette racine sera toujours la plus petite, puisque c’est en réduisant le reste 
dans le quotient qu'on l'obtient. Donc l'explication de la méthode de Bernoulli, 
par la raison que les hautes puissances de la racine la plus grande font disparaitre | — , , J~ 
les puissances des racines plus petites, est très-inexacte, puisque, dans le cas dont ‘#42! [NU 
il s'agit, ce sont les puissances de la plus petite racine qui font disparaître les puis- À 
sances des racines plus grandes. 

Il en résulte qu'en divisant l'équation proposée par le rapport des deux fonctions 
aleph négatives consécutives, suffisamment élevées, on obtiendra deux facteurs, 
l'un du premier degré, l'autre du degré (om —1) inférieur d'une unité de celui de 
l'équation proposée. Ce sera le facteur principal exprimé au moyen des fonctions 
aleph négatives, constituant la loi de la solution du probléme. On concoit que, de 
cette maniére, on pourrait appliquer la méthode de D. Bernoulli et son extension 
par Euler, basée sur les séries récurrentes progressives, avec le méme succès, au 
moyen des séries récurrentes régressives, parce que le principe s'en trouve dans 
les fonctions aleph. 


ለ15 le succès de cette solution n'est dà qu'à la circonstance que dans l'équation 
NS us se trouve une racine plus forte ou bien une racine plus faible que 
toutes les autres. 

Cela manquant, le rapport des fonctions aleph est tout différent, et ce rapport 
n'est plus la racine de l'équation proposée. Ei o ua 

П en résulte nécessairement que, dans l'équation proposée, il y a au moins 
deux racines égales, réelles ou idéales, les plus fortes, si ce sont les fonctions aleph 
à exposants positifs qui sont en défaut, ou bien deux racines égales, réelles ou 
idéale:, les plus faibles, si ce sont les fonctions aleph à exposants négatifs qui ne 
se prétent pas, ou, enfin, qu'en méme temps s'y trouvent deux racines égales, les 
plus fortes et les deux plus faibles, réelles ou idéales, si les fonctions aleph à 
exposants positifs ou négatifs ne peuvent pas servir. 

La raison en est que, avec l'accroissement de l'exposant des fonctions aleph, le 
nombre des termes contenant ces racines égales croit progressivement. 
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En effet, si x, = x5, оп aura manifestement 


የ 


N(1) = 22 ተ =5- - » ¬ Xy 
Miel = 321 + 321፻8[1፡5--- + хт] "m №23. + ат}, 
N(3) = 422+ ¬” an] ¬ ` ^ + Nas. атр, 
N(q)= (9 + 1(2 + 421 81፡3. + £5] + 
+ (9 —1)z217* [2...2]? + ... + Nr... + Zn]. 


Donc le rapport En ne sera plus une racine de l’équation proposée; et, la 
AY KE LE ә ፆ N ( q! 
division de l'équation proposée par x, — No TED ne se faisant pas exactement, 


le quotient résultant ne sera pas égal à zéro, mais bien à une certaine quantité 7, 
c'est-à-dire qu'on aura alors l'équation 


r= 20-1 __ P, 2/*ኝ>5 L ዓዓ ያዎ P, PAU EE а La pu 2, 


\ 


He maintenant que les rapports des fonctions aleph consécutives actuelles 
convergent vers un rapport constant, de sorte qu’en élevant leur exposant d’une 
س‎ ees 

рн EN - : : №9 +1) : ፡ 

unité et divisant l'équation proposée par x, — TN) » on obtiendra un nouveau 
9 
quotient avec la mème différence, savoir : 
r= z — ems + еа, ድ (P,) zm=* А SE ( pars Dux (Ps) 2, 

en dénotant par (P;), (Ps), Ge ‚...,(Р) les coefficients du second quotient, 
l'identité uantité 7 rés : 13 constance du rapport entre les fonctions 
aleph consécutives. Si donc on SRAT la première de ces deux équations de la 

E eege ven en 
seconde, on obtiendra 


o = SH — 0,5”-* + Q, 21 ---- o + ( а г)” Qus; 


) i ve P, ) — P, — P 
équation dont les coeflicients seront (Ps) — Ps = ¬ HL 
ና TET መ ን f 
pi D. Ce P D H 
généralement Q, = acce et l'on aura ainsi le facteur général de l'équation 
T ر‎ 


proposée, inférieur de deux degrés, savoir, du degré (т — 2). Les coefficients 
Q3, Qi, ... s'obtiennent directement en mettant pour CRE. PERS 
leurs valeurs données par les formules (21) ou (23), c’est-à-dire au moyen des 

fonctions aleph simples, lesquelles, en se combinant, produisent les fonctions 
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aleph composées du premier ordre, d’après la formule 
N[e] 1/«) = N(p)N(p + «) — N(e — 1) N (p - » +1), 


en désignant ainsi par le premier membre cet ordre de composition formé de 
quatre fonctions aleph simples. 

Avec ces fonctions aleph, composées du premier ordre, on construit les coefh- 
cients Qs, Q1, › › › , en vertu des formules (21), comme il suit : 


Q4 N[q + 1] (1/0) = ላ, [4] (1 /o) — A,N[q — (1/1) + А, [4 — 2] (1/2)... + 
HP AN Ie ZR /т — 3), 

©, N[q +1](1/0) = A, N[q] (1/0) — ላ, N[q —1](1/1) + A, N[g — 2] (1/2)... + 
ا‎ ፤)”-ለ.ኔ N[g —(m—4)1(1 т — &), 


et généralement 


(39) Q.N[4 + 1](1/0) == A N[g] (1/0) — Aux N[q — 1](1/1) + Ara NI g — 2](1/2) 
* .. + ( — 1)ም”ቶ ለ [g—(m—u)](1/m— р); 


ou bien, en vertu des formules (23), 


Qs N[q + 1](1/0) = А, N[q +1](1/0) — Ao [4 +1](1/2), 
Q, Nig + 1](1/0) = А, N[q + 1](1/0) — А, N[q + 1] (1/1) + Ae N[q + 1] (1/2), 


et généralement 


Qi N[4 2-1] (1/0) = А, N[q +1](1/0) — Ass N[a + 1] (1/1) + 
+ à, ET EE E E 


ШЕ 


on choisit entre les deux systèmes, (39) et (41), celui qui donne les expressions 
les plus simples. | 


our que l'équation proposée puisse se réduire au degré (m — 2), il faut, selon 
P. ce qui a été dit, que les fonctions aleph composées du premier ordre con- 
vergent vers leur rapport constant, savoir, qu'à un degré suffisamment haut, elles 
arrivent à l'égalité 


N[e](1/2 _ R[e+ B + 1] (1-724). 
NIE CHEN, 2 Wie Po HCH 
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si cela ne se réalise pas, ni avec les exposants positifs, ni avec les négatifs, l'équa- 
tion n'admet pas le facteur du degré (т — 2), et il doit y avoir trois racines égales 
les plus fortes, et, en méme temps, trois racines égales, réelles ou idéales, les plus 
faibles. | 

En effet, dans le cas où l'équation proposée a ses trois racines égales x, = x» = 23. 
on aura manifestement 


N(o) = 
N(1] 553a, ka: bin 

N(2)= 6r? + 3z, Nm +...) + N( +... +), 
N(3)—= 107 4- 62:22 ؟(بيرك. › .388 + )2+ . + ي2)‎ + 


+ 4(5, +.. £m)’, 


. . . . . . . . . . . . . . . H 


et généralement 


les exposants, sur les parenthèses, désignent l’ordre des fonctions aleph, non leurs 
puissances. 

819). 
N(q — 1) 
du degré (т — 2) égale à zéro, mais bien à une certaine quantité r, c'est-à-dire 
qu'on aura alors l'équation 


Donc, le rapport » étant tout différent, ne fera plus l'équation réduite 


pn == zmn? ia Q, 253 -E Q, z2m—* ر‎ 0 le SI Oaa 
A 4 Eas: . 
Mais observons que le rapport entre deux fonctions aleph consécutives actuelles 


converge vers un rapport constant, de sorte que, en élevant leur exposant de 1, 
on doit obtenir une nouvelle équation 


B ts 12ے‎ — (0) 2—3 je (Q,) z7— З қа (9;)2"—5. Lë | re p КО), 


en dénotant par (Qs), (Q:),(Q:),...,(Q») les coefficients de cette seconde 
substitution, l'identité de la quantité r, résultant de la constance du rapport entre 
les fonctions aleph consécutives actuelles. 
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En retranchant la première de ces deux équations de la seconde, on obtient 


о = 257—3 2 s R, gm—^ + Ri z2m—5.. Reste, He ( m [jn RA 50, 


équation dont les coefficients seront 


.. (0)]>95. р ...(99)=95. „(= 
To ር саргы ыа: ን ንን у... 


et généralement 
(Qu) - Qu ሙ 9, 


M E a 


On aura ainsi le facteur de l'équation Жл inférieur de trois degrés, savoir 


du degré (m — 3). 


I A méme raison régit nécessairement les résultats qu'on obtient au moyen des 
ifonctions aleph à exposants négatifs : il est inutile d'y revenir. 


es coefficients R,, Rs, ..., Rm s'obtiennent directement en mettant pour (Q;), 
10... .., Qs, Qi ... leurs valeurs données par les formules (39) et (41), 
c'est-à- dis au moyen des fonctions aleph composées du premier ordre, lesquelles, 
en se combinant, produisent les fonctions aleph composées du second ordre, 


d’après la formule 
N[e](2/4 E N[e] 1s). Ne + 8](1/в) — N[e — 1] (1/21). NIe + 8 + 1] (1/2), 
en désignant ainsi, par le premier membre, cet ordre de composition formé par 


quatre fonctions aleph composées du premier ordre. 


A ces fonctions aleph composées du second ordre, on construit les соећ- 
cients R;, Ry, ..., Rm, en vertu des formules (39) et (41), comme il suit : 


R,.N[q + 2](2/o,1/ — ) = A,.N[q + 1](2/0, 0/0) — Aca. N[a]( (2/1, 0/1) + 
+ Aus. N[q — 1](2/2,0/2)...+ 
+ ( — 1)" A. N[q — (т — p — 1)][2/(m — بم‎ om — ul 
ou bien ) 
R, NĪg + 2] (2/0, 1/—1)= Aca N[q + 2](2/0,1/— 1) — Aca N[q +- 2] (2/0 2] 1) 
+ Ass N[ +2](2/0,3/—1)...+ 
+ (—1)"# A, N[g+2][2/0,(u—2)/—1]. 


On choisit entre ces formules celles qui conviennent le mieux. 
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Et, puisque l'égalité entre deux rapports des fonctions aleph actuelles forme 
précisément l'égalité entre deux rapports des fonctions aleph composées du second 
ordre, la condition de la décomposition dont il s'agit est 


8[61[2/፡፳፡,8/#)). RIG Ey ++ ፣](2/8,ዱ/5,) 
N[e— 1](2/%1,%2/51) N[e + у ]\2/®,в/») 


Ces fonctions aleph composées, bien qu'elles paraissent se compliquer, ne 
sont rien autre que des fonctions aleph simples, formées avec les coefficients de 
l'équation réduite précédente; et l’on conçoit que, sitôt que leur rapport devient 
constant, l'équation s'abaisse d'un degré immédiatement en formant le facteur 
principal; mais, pour plus de clarté, nous l'avons démontré d'une manière expli- 
cite. Si le second ordre ne satisfait. pas à la condition voulue, il faut recourir au 
troisième, puis au quatrième, etc., et l'on arrivera nécessairement à la solution 
définitive. 


A démonstration est donc complète et si élémentaire, qu'il suffit d'avoir quelques 
lu d'Algébre pour la comprendre, et cependant c'est un des plus hauts pro- 
blémes des Mathématiques. - 

Au moyen des fonctions aleph composées du second ordre, on résout l'équation 
du sixième degré la plus complexe, qui ne se décompose qu’en deux facteurs du 
troisième degré, et, poursuivant, l’équation du septième degré qui n’admettra que 
la décomposition en deux facteurs du troisième et du quatrième degré, les autres 
cas étant plus simples. | 

De méme, par ces fonctions composées du troisième ordre, on résoudra les 
équations du huitiéme et du neuviéme degré; par celles du quatriéme ordre, les 
équations du dixiéme et du onziéme degré; par les composées du cinquiéme ordre, 
on résoudra les équations du douziéme et du treiziéme degré, et qu'on ne saurait 
songer à résoudre par aucune autre méthode. 


| A loi de la solution est une et universelle; elle consiste dans l'expression du fac- 
4teur principal du degré (m — 1), savoir 


о 3-1 p,gn-? 4. ፻5”፦፤ i penh, , + ( UU Ba 20, 


dont se déduisent tous les facteurs ultérieurs; mais, donnée sans démonstration, 
elle restait incomprise. Cependant, quelle admirable simplicité, quelle facilité 
dans l'exécution des calculs, au point qu'on peut sürement affirmer que la réso- 
lution des équations algébriques des degrés supérieurs ne réussira pratiquement 
que par cette méthode! Elle porte le double caractére, numérique et algébrique, 
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parce qu’il faut d’abord constater numériquement la constance du rapport des 
fonctions aleph de l'ordre correspondant ; mais, cela fait, l'expression des facteurs de 
l'équation donnée est rigoureusement algébrique; c'est pourquoi elle est dite té- 
léologique. Il est facile d'en déduire les méthodes connues pour la solution des 
équations du quatrième degré de Ferrari et d'Euler, qui, en réalité, ne sont qu'une 
espèce de divination, un succès du tàtonnement algébrique, tandis que la méthode 
téléologique est TES sur son principe rationnel et universel. 

Bien plus, et c'est une remarque d'une haute importance philosophique : quelle 
que soit la solution d'un probléme mathématique, elle peut et elle doit toujours 
se ramener à la forme universelle, puisqu'une quantité déterminée, n'importe 
son expression, a nécessairement sa génération fondamentale unique. Par consé- 
quent, quelque différente que soit la forme de la solution directe, fondamentale 
ou philosophique, ou méme la solution des équations algébriques, dite finie, elle 
doit étre ramenée à la méme forme universelle constituant la solution téléolo- 
gique, et elles ne formeront définitivement qu'une méme solution. 


ዐ፲8፻ unique objet n'étant que la démonstration pure et simple de l'importante 
| loi en question, nous n'insisterons ici, ni sur la réduction des équations à 
leur forme normale, oà le dernier coefficient est l'unité, ni sur la transformation 
ayant pour objet l'écartement des racines trop rapprochées, ni sur d'autres cir- 
constances, utiles sans doute, mais qui ne sont que des accessoires parfaitement 
exposés dans l'ouvrage sur la Résolution générale des équations algébriques de 
tous les degrés : c'est là qu'il faut les étudier. 

Mais il ne sera pas mal à propos de donner un exemple de cette solution sur 
une équation du sixiéme degré, insoluble par aucune méthode connue, telle que 
celle-ci : 

o = zê — 1425 + g6x* - 3762? + 912 x? — 1280» + 1024. 


En construisant d'abord les fonctions aleph à exposants positifs, on s'apercevra 
alsément que ces fonctions, soit simples, soit composées du premier ordre, ne 
satisfont à la condition de la constance de leur rapport; il faut donc recourir aux 
fonctions aleph à exposants négatifs. 

Leur construction se fait d'aprés la formule 


N[— e] BiN[— (e —1)] — B«N[ — (6—2)] .. عى‎ 
+ ) 1(1 № (e— m)]. 


en formant auxiliairement les quantités 
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cune intégration des équations ne saurait s'effectuer, à quoi se réduisent-elles ce 
Mathématiques imposantes? Presque à rien, à bien peu de chose, à des puérilités 
de nature à embarrasser les écoliers et à former un vain prestige aux savants pro- 
fesseurs. Mais qu'une Faculté des Sciences, libre ou officielle, n'importe sa qualifi- 
cation, parvienne seulement à s'élever aux hauteurs des solutions universelles, 
elle verra bientôt tout s'incliner devant elle, tout se hater à suivre ses traces. Toute 
opposition s'y briserait, parce que c'est le pinacle de la culture intellectuelle, 
parce que ce n'est que cela qui est rationnel. 

H. Wronski, avant de descendre dans sa tombe, avait imposé à la postérité 
savante les trois obligations suivantes, à savoir : 

1? La démonstration de la solution de la congruence fondamentale 


am = a (mod. = M); 


2? La démonstration de la loi primordiale dans la méthode téléologique de la 
résolution générale des équations de tous les degrés 


0 — z"-1 pim me pose pem Post ER E rie ፡4ፕ.. መቁ an 


\ 


3° Enfin la démonstraliun ues 1015 tondamentales pour la solution finie des 
équations algébriques 


SN SE CHEN Mere ` ,ك‎ 1 ''` de m Qu; 

o = N[2--»]0o, — N[n2- 1]0; --N[n]9, —N[»— 1]0,.. (—1)""N[2—m]9.,, 

o = N[r +3] 2 — N[2 + »]0, 2À- N[n 2- 1]9 — N[2]9s. .(—1)""N[3— m] 2m, 

o = N[12-m]9, — N[n +m - 1]9, -- N[n4- m— »|9; [о 4-m— 3]9,... 
(—1)^"N[o]92.,,. 


Nous avons donné, en 1872, la démonstration de la loi de la congruence fon- 
damentale, en déduisant la génération du résidu a de la racine x et du mo- 
dule M (፤). 

Actuellement, nous présentons la démonstration de la loi primordiale de la ré- 
solution téléologique des équations de tous les degrés, en déduisant d'abord le 
facteur principal par la détermination des coefficients P2, P5, Pa, ..., Pm, et en- 


(*) Воклту, Déduction et démonstration de trois lois primordiales de la CONGRUENCE DES NOMBRES consti- 
tuant la troisième loi de l’Algorithmie donnée par Н. Wronski, Paris, Amyot, 1873. 


WWwW.rcin.org.pl 


20 MÉTHODE TÉLÉOLOGIQUE DE H. WRONSRKI. 


suite le facteur réduit par la détermination des coefficients Q3, Q4, Qs, ..., Qn, et 
ainsi indéfiniment. 

Dans l'avenir, nous essayerons la démonstration dela célébre résolution finie 
des équations algébriques de tous les degrés, qui certes n'est pas impossible. Le 
savoir en indiquera la voie, quand méme le terme serait dans l'infini. 


4977 Paris. — Imprimerie de GAUTHIER-VILLARS, quai des Augustins, 55. 
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